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在曲线、曲面造型方法的发展过程中, 基于 Bernstein 多项式的 Bézier 曲
线、曲面一直有着基础性的地位并起着决定性的作用. 本文对运用多项式裁剪 
Bézier 曲面以及三角 Bézier 曲面的差分界作了一定的研究, 得到一些有意义
的结果, 并给出相应的实例. 
1. Bézier 曲面的裁剪问题. 曲面裁剪, 是通过把被裁剪曲面的参数域裁为
几个互不包含、互不相交的参数域, 从而将原曲面裁剪成几张子曲面. 本文在杨
联强[15]运用多项式曲线裁剪 Bézier 曲面的基本算法的基础上进一步研究, 求
出相应裁剪域上的子 Bézier 曲面片的控制顶点的解析表达式, 并给出相应的
实例.  
2. 三角 Bézier 曲面的差分界问题. 曲面的界是通过求出曲面与对应的控
制网格的距离, 使曲面在拓扑上处于一个尽可能小而且精确的范围. 本文重新
计算各四次三角 Bézier 曲面片的控制顶点, 求出曲面片到对应的控制网格的




















Bernstein polynomial for Bézier curve and surface has been playing the 
foundational status and the role in curve and surface modeling method developing 
process. This paper does some research and exploration in trimming Bézier surfaces 
on Bézier surfaces with polynomial curves and bounds on the deviation between 
Bézier triangles and the corresponding control polygons and nets. Some significant 
conclusions were obtained. Furthermore, it also gives corresponding examples. 
1. The trimming of Bézier surfaces. Trimming of Bézier surfaces means 
trimming sub-domain over the parametric domain which several surfaces will not 
contain mutually, intersects mutually. The work of this paper is further research based 
on the reference[15]. It gets the analytical expression of the Bézier control points of the 
corresponding sub-patch on the surface. Furthermore, it also gives practical examples. 
2. The bound of Bézier triangles surface. The bound of surface means how to 
evaluate the distance from the surface to the corresponding control polygons and nets 
for deciding a small and accurate topologic bound of this surface. This paper gives a 
bound of quartic Bézier triangles surface. The bounds of the deviation between Bézier 
triangles surface and the corresponding control meshes is described with the 
maximum norm of the second differences of the control points. 
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计算机辅助几何设计 (Computer Aided Geometric Design 简称 CAGD ) 是
涉及数学及计算机科学的一门新兴学科. 它研究的内容是几何外形在计算机图
像系统环境中的表示和控制, 主要侧重于计算机设计和制造 (CAD/ CAM ) 的




一项重要研究内容. 1963 年, 美国波音飞机公司的 Ferguson (弗格森) 首先提
出将曲线、曲面表示为参数的矢函数方法. 曲线、曲面的参数形式从此成为形状
数学表达的标准形式. 1964 年, 美国麻省理工学院的 Coons (孔斯) 提出了一
个具有一般性的曲面描述方法, 给定四条封闭边界曲线就可定义一块曲面. 但
这两种方法都存在形状控制与连接问题. 1971 年, 法国雷诺汽车公司的 Bézier 
(贝齐尔) 提出一种由控制多边形定义曲线的新方法. 设计员只要移动控制顶点
就可方便地修改曲线的形状, 而且形状的变化完全在预料之中. 这种方法简单
易用, 而且出色地解决了整体形状控制问题, 但仍存在连接和局部修改问题. 
1972 年, de Boor (德布尔) 给出了关于 B 样条的一套标准算法. 1974 年, 美
国通用汽车公司的 Gorden (戈登) 和 Riesenfeld (里森费尔德) 将 B 样条理论
应用于形状描述, 提出了 B 样条曲线、曲面, 几乎继承了 Bézier 方法的一切
优点, 较成功地解决了局部修改和连接问题. 尽管 B 样条方法较成功地解决了
自由型曲线、曲面形状的描述问题, 但它应用于圆锥截线及初等解析曲面方面却
不是成功的, 只能给出近似表示, 不能满足大多数机械产品的要求. 1975 年, 
美国 Syracuse 大学的 Versprille (弗斯普里尔) 在他的博士论文中首先提出了有
理 B 样条方法. 以后经过 Piegl (皮格尔)、 Tiller (蒂勒) 和 Farin (法林）等
人的努力, 到 20 世纪 80 年代后期, 非均匀有理 B 样条 (Non-Uniform 
Rational B-Spline), 简称 NURBS 方法成为用曲线、曲面描述的最广泛的数学方













   




国际标准, 将 NURBS 方法作为定义工业产品几何形状的唯一数学方法.[1] 
虽然 NURBS 方法有很多优点, 但传统参数曲线、曲面造型的理论和方法
并不完美. 为了解决 NURBS 的缺陷, 工程界又从不同领域引进一些曲线、曲
面造型技术, 其中就有细分曲线、曲面造型技术. 细分方法是基于网格细化的离
散表示方法, 它可以从任意拓扑网格构造光滑曲线、曲面. 其基本思想是：对给




有切割磨光法和堆积法. Bézier 曲线、B 样条曲线都可以通过对初始控制多边形
进行切割磨光法得到 [2]. 比较典型的细分曲面方法有 Catmull-Clark 方法[3]、
Doo-Sabin 方法[4]、Loop 方法[5]、蝶形 (Butterfly surface) 方法[6]以及  3  方法[7]. 
在曲线、曲面造型方法的发展过程中, 基于 Bernstein 多项式的 Bézier 曲
线、 曲面一直起着基础性的地位和作用. 由于样条可以转化为分片多项式进行










第一章: 简单介绍 Bézier 曲面和开花. 
第二章: 讨论了基于多项式曲线的 Bézier 曲面裁剪问题.利用参数变换和














 第一章 绪论 
3 
 
第三章: 研究了分片的四次三角 Bézier 曲面及其对应的控制网格片的逐点
距离计算方法, 然后运用二阶几何差分的最大模, 给出了该距离的界. 
第四章: 对全文进行总结, 并提出下一步的研究方向. 
1.1 Bézier 曲面简介 
Bézier 方法是 1962 年由法国雷诺汽车公司的工程师贝齐尔提出的, 经过多
年的研究, 最终在 1972年建立了一种自由曲线曲面的设计系统 —— UNISURF 
系统. 这种方法一经问世, 立刻得到了各大飞机公司的重视, 并很快得到了发
展和应用. 
1.1.1 Bernstein 基函数 
 定义 1.1 作为多项式空间  Pn   的一组基底, n 次 Bernstein 基函数 Bi
n t 
定义为  Bi
n t =  n
i





,   i = 0, 1,⋯ , n, t ∈   0, 1 .  
1.1.2 Bézier 曲线 
定义 1.2 给定 n + 1 个空间向量  Pi ∈ ℝ
3 ( i = 0, 1, … , n),  称 n  次参数曲
线段 




n t ,   0≤ t ≤ 1 
为一条 n 次 Bézier 曲线, Pi 称为控制顶点. 依次用直线段连接相邻两个 Pi 
所得的 n 边折线多边形称为 Bézier 多边形或者控制多边形. 
Bézier 曲线的 de Casteljau 算法: 
 
Pi
0 t ≡ Pi
0 ≡ Pi ,                                                                      i = 0, 1,… , n;
Pi
r t =  1− t Pi
r−1 t + tPi+1
r−1 t ,   r = 0, 1,… , n; i = 0, 1,… , n − r.
   
de Casteljau 算法可得 Bézier 曲线上某一点递归求值, 也给出了 Bézier 曲
线的分割. 给定控制顶点 Pi  ( i = 0, 1,… , n) 及一个参数值 t
∗  ϵ [0,1],  由 de 
Casteljau 算法求出所定义的 Bézier 曲线上一点 P( t∗). 该点把曲线分为两个 













   




顶点分别为 de Casteljau 算法所得三角阵列中的两条边上的顶点 P0
0, P0
1 t∗ ,
… ,  P0
n t∗  和P0
n t∗ ,   P1
n−1 t∗ , … ,  Pn
0. 于是, 利用定义式, 由这两组控制顶点
给出了两个子曲线段分别在各自局部参数域 [0,1] 上的 Bézier 表示. 
1.1.3 矩形域上的张量积型 Bézier 曲面 
定义 1.3 给定三角域上的 Bézier 曲面  m + 1 (n + 1) 个空间向量
𝑃𝑖,𝑗  ∈ ℝ
3 ( 𝑖 = 0,1, … , 𝑚;  𝑗 = 0, 1, … , 𝑛),  Bi
m (u),  Bj
n (v) 为 Bernstein 基函
数. 曲面 







n v ,  u, v ∈  0, 1 × [0,1] 
称为一个 m × n 次 Bézier 曲面, 𝑃𝑖,𝑗  称为控制顶点. 依次用直线段连接同行
同列相邻两个控制顶点所得到的 m × n 边折线网格称为 Bézier 网(简称 B 网)
或者控制网格. 
1.1.4 三角域上的 Bézier 曲面 
定义 1.4 给定平面上三角形 T , 其上任一点的面积坐标为 (u, v, w),  设有 
  n + 1 (n + 2)/2 个点向量 P(i, j, k) ∈ ℝ3 (𝑖, 𝑗, 𝑘 ≥ 0, 𝑖 + 𝑗+ 𝑘 = 𝑛), 则称 
P u, v, w =  Pi ,j ,k
i+j+k =n
Bi ,j,k
n  u,v, w ,  u,v, w ∈ T 
为三角域 T 上的 n 次 Bernstein-Bézier 参数曲面,简称 B-B 曲面, 其中 
Bi ,j,k
n  u,v, w =
n!
i!j !k !
ui vjwk ,   i + j + k = n, u, v, w ≥ 0, u + v + w = 1  
为 n 次 Bernstein 基函数, 𝑃i ,j,k 称为曲面的控制顶点, 把三个控制顶点向量 
Pi ,j,k ,  Pi−1,j+1,k , Pi−1,j ,k +1 用直线段两两相连所得到的由 n
2 个三角形组成的网格
称为控制网格或 B 网. 
1.2 开花方法简介 

















根据开花的思想, 对一个 m × n 次的二元多项式 P s, t ∈ Pm ,n 进行开花,  
就是分别用 m 个变量 s1, ⋯ ,  sm 和 n 个变量 t1, ⋯ , tn 代替 s 和 t ,  从
而得到简单函数 b(s1, ⋯ , sm ; t1, ⋯ ,  tn ) 来表示 P s, t . 为了保持 s 和 t 是
不同的变量, s1, ⋯ ,  sm 和 t1, ⋯ , tn 也应是独立的. 
对于二元多项式 P s, t ∈ Pm ,n ,  它的开花 b(s1, ⋯ , sm ; t1, ⋯ ,  tn ) 是唯一
满足如下 3 个性质的 m + n 元多项式: 
(1)双对称性 
b s1,⋯ ,  sm ; t1,⋯ ,  tn = b sσ(1) ,⋯ ,  sσ(m) ; tτ(1) ,⋯ , tτ(n) ,  
其中, σ 是对  1, ⋯ , m  的任意置换,  τ 是对  1, ⋯ , n  的任意置换. 
(2)多仿射性 
b(s1, ⋯ , sm ; t1, ⋯ ,  tn ) 关于每个变量都是多仿射的. 
(3)对角线性质 
b s, ⋯ , s     
m 个
; t, ⋯ , t     
n 个
 = P s, t . 
也就是说,  P(s, t) 的开花 b s1, ⋯ , sm ; t1, ⋯ , tn  是唯一的双对称、多
仿射函数, 并沿着对角线还原到 P(s, t). 
二元多项式 



















i=0  s1,⋯ , sm mj
n (t1,⋯ , tn ). 
其中mk
n (u1,⋯ , un ) =  ui1 …uik.                                   (1.1) 
张量积型二元多项式的开花是存在且唯一的, 而且具备对偶泛函性质: 
如果 P s, t  是在定义域  a, b × [c, d] 上以  𝑃𝑖𝑗   为控制点且次数为
(m, n)的张量积 Bézier 曲面, 则: 
                𝑃𝑖𝑗 = 𝑏(a,⋯ , a   
m−i
, b,⋯ , b   
i
; c,⋯ , c   
n−j
, d,⋯ , d   
j



























面的造型和绘制方法. 袁鸿[13]基于 Catmull-Clark 细分, 提出一种对平面四边型
网格进行操作的曲面裁剪运算. 赖青珠[14]用直线裁剪 Bézier 曲面, 以参数变
换和开花为工具, 计算出裁剪域上的子 Bézier 曲面片的控制顶点的解析表达
式. 与直线相比, 曲线裁剪更具有普遍意义和实用价值. 杨联强[15]讨论了运用
多项式曲线裁剪 Bézier 曲面的基本算法. 本章在此基础上进一步研究, 求出
相应裁剪域上的子 Bézier 曲面片的控制顶点的解析表达式, 给出相应的实例, 
并把这一结果推广到 Bézier 曲面的广义细分. 
2.1 运用多项式曲线裁剪 Bézier 曲面 
在曲面造型中,矩形和三边 Bézier 曲面应用广泛. 本节主要研究在这两种
Bézier 曲面上, 基于两条多项式曲线围成的简单区域的裁剪算法. 对于一般的
复杂区域, 可以将其分解成有限个简单区域的和, 然后再逐个操作. 
2.1.1 计算控制顶点表达式 
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